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RESUMEN 
Se presenta en este trabajo la aplicación de un programa de contacto con pequeños 
desplazamientos y deformaciones entre materiales ortótropos y elásticos a la determinación de 
factores de intensidad de tensiones en grietas con labios en contacto, parcial o totalmente. El 
método de análisis empleado es el método de los elementos de contorno (M.E.C.). El programa 
incluye elementos lineales, cuadráticos'y elementos singulares para reproducir el estado tensional 
en bordes de grieta. Se sigue un proceso de subregionalización con cada uno de los labios de 
la grieta en la subregión distinta, lo que permite la singularidad derivada de nudos dobles. 
Las condiciones de contacto entre dos sólidos se imponen de forma explícita, lo que permite la 
incorporación de diferentes zonas de contacto entre los cuerpos, con diferentes coeficientes de 
rozamiento en cada una de ellas, . Jna forma simple. Los factores de intensidad de tensiones 
se obtienen mediante la utilización de elementos singulares con nudo a 114 que dan resultados 
suficientemente buenos a efectos ingenieriles. Finalmente se estudia la influencia de la longitud 
de grieta y coeficiente de rosamiento en problemas de flexión. 
SUMMARY 
The application of a 2-D contact program with small displacements and strains between 
orthotropic elastic material solids, to the computation of effective stress intensity factors in 
cracks with partid or complete closure is the aim of this paper. The Boundary Element 
Method (BEM) is the one that has been used. The computer program uses isoparametric linear, 
quadratic and quarter-point-traction-singular elements in order to obtain the stress distribution 
in the neighborhood of the crack edges. A multidomain approach is followed in order to avoid 
the geometrical singularity that appear when a double-node method is used. The compatibility 
and equilibrium conditions along the contact interface are explicity written, which allows the 
inclusion of different contact zones with different friction coefficients. Finally, the effect of the 
length of the crack and the friction coefficient in the stress intensity factor is" also studied. 
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INTRODUCCION 
Las exigencias crecientes en el diseño de elementos mecánicos implican la necesidad 
de 'incorporar cada vez en forma más precisa aspectos que previamente eran tan 
sólo aproximados e incluso no considerados. Tal es el caso del problema de fatiga 
y propagación de grietas, ambos determinantes a la hora de estimar la vida útil de un 
elemento mecánico sometido a cargas alternantes o con fisuras iniciales de una cierta 
longitud. 
En Mecánica de la Fractura Elástica, el parámetro más utilizado para la 
determinación de la vida a fatiga o del carácter estable o inestable de un proceso de carga 
monótono es el factor de intensidad de tensiones. Existen textos enteros dedicados a 
presentar valores de este parámetro en distintas situacionesJ6 y asimismo programas 
específicamente desarrollados, tanto en elementos finitosJ2 como en elementos de 
c o n t o r n ~ ~ * ' ~  para su obtención. 
Sin embargo, la mayoría de estos estudios se centran en los casos de grietas con los 
labios completamente abiertos y suaves, es decir con coeficientes de rozamiento nulo. 
Esto que puede ser relativamente cierto en problemas con modo 1 predominante y en 
metales, deja de ocurrir en problemas con modos mixtos y sobre todo en materiales 
anisótropos y compuestos. El uso creciente de este tipo de materiales, ya sea hormigón 
y sobre todo de los laminados de fibra hace que este problema tienda a ser de particular 
importancia, máxime si tenemos en cuenta la reducción drástica que puede suponer en 
el factor de intensidad de tensiones la consideración de estos factores, y con ello en la 
vida predicha a fatiga, e incluso la posibilidad de que no se produzca propagación de 
grieta en situaciones donde un mero cálculo del factor con grieta abierta indicaría lo 
contrario. Tal es el caso de grietas en modo II esencialmente con fricción elevada entre 
sus labios. 
En 1980, Andersson et al3' presentan la primera formulación del problema de 
contacto elástico mediante ecuaciones integrales singulares. En este trabajo tan sólo 
eran considerados elementos constantes y problemas sin fricción. En 1981, Andersson6 
incluye la fricción en sus algoritmos. Más recientemente Garrido2' y París y GarridoSn 
atacan el mismo problema pero con elementos discontinuos, y resuelven distintos 
problemas de gran interés con el mismo3'. En todos los casos anteriores, sin embargo, 
se consideraron materiales isótropos y se obvió la inclusión de elementos singulares para 
la consideración de efectos en bordes de grietas. 
Ya que el objetivo principal de este artículo radica en el estudio de la influencia del 
cierre de grieta en la modificación de los factores de intensidad de tensiones efectivos, y 
con ello el incremento de la vida a fatiga del material ha sido necesario incluir distintos 
aspectos no considerados hasta el momento en programas de contacto, como son nudos 
con posibilidad de tensiones de tracción en la zona de contacto o bien elementos con 
singularidad de tipo - 112, como la que aparece en extremos de la grieta. 
No ha sido hasta recientemente que se han realizado estudios de este tipo empleando 
el M.E.C."13', si bien previamente se habían realizado algunos estudios con el M.E.F.J' 
e incluso algunos otros en problemas muy simples obtienen resultados analíticos o 
semianalíticos4'. 
Inicialmente se plantea el problema elástico 2-D para materiales ortótropos 
FACTORES DE INTENSIDAD DE TENSIONES EN PROBLEMAS CON CIERRE DE GRIETA 263 
mediante el Método de los Elementos de Contorno, y la formulación y algoritmos 
empleados para la resolución del problema de contacto entre dos sólidos con y 
sin fricción ante cargas sobre el contorno mediante la utilización de un método 
multidominio que permite tratar el problema de cierre de grieta como y simple 
problema de contacto, sin más que incluir la distribución adecuada en extremos de 
grieta. Seguidamente se indica el método utilizado para determinar el factor de 
intensidad de tensiones que permite detectar de una forma muy simple los extremos 
singulares y modos de fractura existentes. Finalmente se incluyen varios ejemplos que 
permiten verificar la validez de la formulación presentada. 
FORMULACION DEL M.E.C. EN ELASTICIDAD 
LINEAL 2-D EN PROBLEMAS MULTIDOMINIO 
La ecuación de partida del M.E.C., en su formulación directa, es la conocida 
identidad de Somigliana", que expresa el vector de desplazamientos ui(Q) en un punto 
Q de un dominio n como una función de los desplazamientos u;(P)  y las tensiones ti ( P )  
en los puntos del contorno de dicho dominio, y' de las fuerzas por unidad de volumen 
donde Uik es la solución fundamental de la ecuación Navier , Tik son las tensiones 
correspondientes a dicha solución fundamental, que vienen dadas en el apéndice para 
el caso ortótropo, y Cik viene dado por1': 
para el caso isótropo, donde al y a2 tienen el significado de la Figura 1, Sik es la delta 
de Kronecker, r el radiovector que une el punto P y el Q, n la normal exterior al 
contorno en el punto P ,  G el módulo de rigidez y v el coeficiente de Poisson [en el caso 
de tensión plana este valor ha de modificarse en la forma conocida v t  = fi]. 
Bajo determinadas condiciones1', la integral de dominio de (1) puede expresarse 
como suma de dos integrales de contorno, con lo que es posible conocer los 
C! = 1 
' k  44x(1- v)  
b - $( sen 2a1 - sen 2a2) ,  
- 2 ( 1 -  v ) ( ~  + al - a2)+ .. 
sen 2al - sen 2a2 
++( sen ?al - sen 2a2) 
2(1 - V ) ( T  + al - a 2 ) -  
sen 2al  - sen 2a2 
( 2 b )  
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Figura 1. Significado geométrico de al y al. 
desplazamientos de cualquier punto del dominio en función únicamente de integrales 
de contorno. En este trabajo no se va a contemplar la existencia de fuerzas por unidad 
de volumen, por lo que dicha integral desaparece, quedando expresada la ecuación (1) 
directamente en función de integrales de contorno. 
Si se discretiza el contorno mediante N e  elementos, y se aproximan en el interior 
de cada uno de ellos los valores de los desplazamientos y de las tensiones en función de 
sus valores nodales como: 
Nnj Nnj 
U; = E ( U i ) k V k  ti = x( t i )kvk  
donde N n j  es el número de nudos del elemento j ,  y cpk son las funciones de aproximación 
para elementos bidimensionales continuos, la ecuación (1) queda como 
En el caso, por ejemplo, de elementos lineales (dos nudos por elemento) la ecuación 
(4) puede escribirse como: 
con 
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k j  A,, = 1 w ~ 2 n d 6 n j  8 ,  = 1 W~2,,d6flj 
Si se aplica esta ecuación en cada nudo y se introducen las condiciones de contorno 
pertinentes, se obtiene un sistema algebraico de [2 x j ( N n j  - l)] ecuaciones con otras 
tantas incógnitas, correspondientes a valores de desplazamientos y tensiones en los 
nudos del contorn~'~. Cuando el nudo en que se aplica la ecuación no coincide con 
uno de los nudos adyacentes al elemento sobre el que se integra, las integrales de 
(5) se evalúan mediante una cuadratura de Gauss estándar. En cambio, cuando se 
integra desde un nudo sobre los elementos adyacentes, se producen singularidades en 
las integrales de (5). En este caso, las constantes B se evalúan con una cuadratura con 
función de peso logarítmica, mientras que las constantes A, se evalúan, junto con el 
término libre, imponiendo desplazamientos como sólido rígido al cuerpo en estudio17. 
En cada nudo se pueden establecer dos ecuaciones, y existen seis posibles incógnitas, 
correspondientes a los dos desplazamientos del mismo, y a dos tensiones en el elemento 
anterior y otras dos en el elemento posterior. En la mayoría de los casos, éstas suelen 
venir expresadas en coordenadas locales, por lo que es preciso transformar el vector 
tensión a dichas coordenadas. 
En definitiva, una vez ensamblados la matriz de coeficientes y el vector de 
términos independientes, y aplicadas las condiciones de contorno, se obtiene un sistema 
algebraico de la forma: 
en el que las incógnitas pueden corresponder tanto a desplazamientos como a tensiones 
en el contorno. La resolución de dicho sistema puede llevarse a cabo por distintos 
métodos, dependiendo del tamaño del mismo. 
Una vez conocidos los desplazamientos y tensiones en todo el contorno, los 
desplazamientos en cualquier punto interior pueden obtenerse por medio de (l), y las 
tensiones a partir de la aplicación del operador tensión a la mismalo. 
Nos centramos tan sólo en la formulación del problema de contacto entre dos sólidos 
elásticos con interfase completamente en contacto inicialmente y con ello con la misma 
normal para ambos sólidos. Este es el único caso que interesa en este contexto. La 
condición de no penetración en dicho punto y con los significados de la Figura 2 se 
establece como 
con UN la proyección del desplazamiento relativo entre puntos equivalentes (igual 
posición después del contacto) sobre la normal. 
En cuanto a las condiciones de contorno estáticas, en el caso unilateral aquí 
propuesto y con ley de fricción de Coulomb como la que aquí se ha considerado, se 
expresan como: 
UN 5 O T 5 p.u~ con p el coeficiente de fricción (8) 
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Figura 2. Grieta y zona de contacto. Figura 3. Tipologia de zonas. 
Además de ello han de cumplirse las condiciones de compatibilidad y equilibrio 
entre los dos sólidos, en los puiitos que hayan alcanzado el contacto. Para ello se 
definen las siguientes zonas distintas sobre el contorno global de cada sólido (Figura 3): 
- Zona fuera de contacto (zona 1). Es aquélla que nunca entrará en contacto. 
- Zona carididata a contactar (zona 2). Es la zona que todavía no ha contactado 
pero puede contactar a un nivel de carga determinado. 
- Zona en deslizamiento (zona 3). 171 = p . 0 ~  
- Zona en adherencia (zona 4). 171 < ~ . U N  
- Zona de soldadura (zona 5). Consiste en zona de contacto en la que se consideran 
soldados ambos sólidos admitiendo por tanto tensiones de tracción. 
El problema de contacto entre dos sólidos, o mejor entre dos dominios de un mismo 
cuerpo como ocurre en este caso, consiste pues en el planteamiento de las ecuaciones 
del M.E.C. para cada uno de los sólidos en contacto, incluyendo en forma implícita o 
explícita (aquí se ha optado por esta segunda posibilidad) las condiciones de contorno 
(compatibilidad y equilibrio) en la zona de contacto para cada nivel de carga, y las 
condiciones de contorno en el resto del mismo para cada uno de los sólidos. 
El programa que se ha implementado incluye elementos lineales, cuadráticos y 
elementos con nudo a un cuarto (singularidad -112)) todos ellos con continuidad en 
tensiones y desplazamientos, si bien se incluye el chequeo en zona 1 de la existencia 
de nudos especiales (nudos con exceso o falta de incógnitas) que se tratan en forma 
análoga a [2]. En el caso de existencia de fricción se define el coeficiente de fricción de 
forma independiente para cada elemento, pudiéndose tener por tanto zonas de contacto 
independientes entre dos sólidos con coeficientes de fricción distintos. 
Las funciones de aproximación para elementos lineales y cuadráticos son bien 
conocidaslo, mientras que el caso del elemento singular se estudia en el epígrafe 
siguiente. 
Referente a los tipos de nudos utilizados en el programa, y dado que la mayoría 
de ellos pertenecen a dos elementos (nudos extremos de elemento), pueden asimismo 
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pertenecer a dos zonas distintas de contacto. En base a ello se definen en el programa 
los siguientes tipos de nudos: 
Nudos tipo 11.- Son nudos que nunca entrarán en contacto y que por lo tanto se 
tratan en forma idéntica a un programa de elementos de contorno estándar. 
Nudos tipo 1X (X = 2,3,4,5).- Son nudos con el elemento a la izquierda en zona 
1 y el elemento a la derecha en zona de contacto (2,3,4 ó 5). 
Nudos tipo X 1  (X = 2,3,4,5).- Idéntico al anterior pero con el elemento a la 
derecha en zona 1. 
Nudos tipo 22.- Nudos en zona de contacto y libre. 
Nudos tipo 33.- Nudos en zona de deslizamiento. 
Nudos tipo 44.- Nudos en zona de adhesión. 
Nudos tipo 5X ó X5 ( X  = 1,2,3,4,5).- Nudo con un elemento en soldadura y el 
otro en cualquier tipo de zona. 
Es de resaltar que no se han considerado los t'ipos 23(32), 24(42) y 34(43), ya que 
en realidad la aproximación utilizada en cada elemento hace en la práctica imposible 
que un nudo se encuentre en esta situación, ya que el punto de separación entre zonas 
distintas siempre se encontrará en el interior de un elemento. A pesar de ello pueden 
introducirse como datos, realizando el programa el cambio automático a alguno de los 
casos posibles. Naturalmente a un nudo de tipo ij en el sólido A le corresponde siempre 
un nudo tipo ji en el sólido B. 
Finalmente, también es interesante indicar que los nudos situados sobre los ejes de 
simetría, cuando se aplica el proceso de simetría implícita, han de ser de los tipos 11, 
22, 33, 44 ó 55, detectándose el error en caso contrario, salvo en el caso de elementos 
con fricción en los que el caso 33 se pasa a 44 automáticamente por el programa. En 
cuanto a los nudos extremos de elementos singulares en los que se sitúa la singularidad, 
sólo pueden tener condiciones 52(25), 53(35) y 54(45). 
DETERMINACION DEL FACTOR 
DE INTENSIDAD DE TENSIONES 
Son múltiples los métodos que existen para determinar el factor de intensidad de 
tensiones. Una revisión de los mismos para el caso de elementos de contorno puede 
encontrarse en [26] ó [38]. En este trabajo se ha utilizado elementos con aproximación 
singular para la determinación de dicho parámetro en forma análoga a [8][26]. 
Este tipo de elementos no son más que elementos rectos de aproximación cuadrática 
degenerados en los que el nudo central se dispone a una distancia de 114 de la longitud 
del elemento respecto al extremo singular que se dipone en el borde de la grieta. Con 
ello puede demostrarse ([26] por ejemplo) que esta disposición y la realización de la 
transformación estándar a coordenadas naturales (Figura 4) es equivalente a utilizar 
una aproximación de desplazamientos en el interior del elemento del tipo: 
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que incluye de forma automática la variación de tipo f i  que se produce en el extremo 
de una grieta. Asimismo, si se utiliza una aproximación singular para las tensiones en 
la forma: 
con @ las funciones de forma estándar para elementos cuadráticos y t3 los valores 
nodales de ti divididos por los valores nodales de &.&, puede demostrarse que es 
equivalente a considerar una aproximación del tipo 
+ (2t: - 3K - 3tg) + (2t; - 2t: + 2K) con K = limt: 
?-+O 
que corresponde a la variación del tipo 1 como la solución analítica en borde de 6' 
grieta. 
distribución dc tcnsioncs C
nudo ü 114 
\ nudo coi, singilarid;id 
cn tcnsioncs 
Figura 4. Elemento singular. Figura 5. Estructura del sisterna.de 
ecuaciones. 
Con lo anterior, es evidente que la expresión de K permite obtener los valores del 
factor de intensidad de tensiones en modo 1 para t; la tensión normal y en modo 11 para 
t; la tensión tangencial, sin más que multiplicar el valor de K correspondiente (valor 
nodal obtenido como resultado de la resolución del problema en el extremo singular) 
por J27rl. Para ello, la única consideración que ha de realizarse es que los resultados de 
ti se obtengan en ejes locales (normal-tangencial) tal como se indicó que efectivamente 
se realiza en el programa. 
Formas alternativas de obtener el factor de intensidad de tensiones incluso 
utilizando elementos singulares y una comparación entre las mismas puede verse 
asimismo en [18] y [26] .  
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ORGANIZACION Y RESOLUCION DEL SISTEMA 
DE ECUACIONES. ALGORITMO INCREMENTAL 
Dado el carácter no-lineal del problema de contacto, e independientemente del 
método de solución elegido: incremental, iterativo o incremental-iterativo, es necesario 
montar y resolver un sistema de ecuaciones lineales un número elevado de veces, de tal 
forma que el mayor porcentaje del tiempo de ejecución corresponde a este proceso. De 
ahí la importancia de una elección adecuada del algoritmo a utilizar para minimizar en 
lo posible este tiempo. 
Respecto a la elección de las incógnitas básicas del sistema existen dos posibilidades 
al respecto: una primera corresponde a elegir las incógnitas estrictamente necesarias 
para que la sola aplicación de las ecuaciones integrales resuelva el problema, es decir 
tanto las condiciones de contorno, como las ecuaciones de compatibilidad y equilibrio en 
la zona de contacto se incluyen de forma implícita, no apareciendo en el sistema final2'. 
Con elio, se minimiza el número de ecuaciones, pero es necesario proceder al montaje 
de las constantes de integración en cada paso, ya que se alternan las incógnitas básicas 
del mismo en cada iteración al cambiar las condiciones de contacto en cada paso. Ello 
implica la necesidad de almacenamiento de las constantes correspondientes a la zona 
de contacto, ya que un recálculo de las mismas seria completamente ineficiente. 
La segunda posibilidad estriba en la elección de un vector de incógnitas inalterable a 
lo largo del proceso, de forma que las únicas ecuaciones a modificar sean las condiciones 
en la zona de contacto, que ahora se incluyen de forma explícita. El número de 
ecuaciones se incrementa sensiblemente, sobre todo si el tamaño de la zona de contacto 
es elevado respecto al resto del contorno, pero por contra el montaje es muy simple 
debido a la forma de las condiciones de contacto. Al mismo tiempo, es posible desde el 
principio identificar el vector de incógnitas y el orden de las ecuaciones, y finalmente no 
es necesario mantener un almacenamiento auxiliar para las constantes de integración, 
ya que todas elias se encuentran en la matriz del sistema. 
En este trabajo se ha optado frente a [21] por esta segunda posibilidad. A las 
razones anteriores se une el hecho de que con una adecuada distribución de las incógnitas 
y ecuaciones, el número de éstas a resolver en cada paso puede hacerse igual en un caso 
que en otro, reduciéndose ostensiblemente el tiempo y la dificultad del montaje, y la 
reordenación posterior de las incógnitas que ahora si, son todas conocidas de forma 
explícita. Asimismo, el exceso de memoria necesario tampoco es mucho, dado que 
no es necesario almacenar al margen las constantes de integración sobre la zona de 
contacto, y además el conocimiento de la situación concreta de cada incógnita permite 
un almacenamiento por bloques que reduce la memoria necesaria. 
Como conclusión puede decirse que ambos procedimientos son prácticamente 
equivalentes en cuanto a tiempo de ejecución y memoria necesaria, si bien el aquí 
adoptado es más simple de programar en lo que se refiere al montaje y algo más complejo 
en lo que se refiere a resolución. 
El primer paso a realizar (si así se desea), independientemente del proceso elegido, 
suele ser la condensación de las incógnitas correspondientes a los nudos fuera de la zona 
de contacto. Para ello se aplica un proceso estándar de elementos de contorno para 
cada uno de los dos sólidos, de forma independiente, teniéndose para cada uno de ellos: 
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KiL'xi + Kic*x$ = Vi } + [K& - K $ ~ . ( K ~ ~ ) - ' . K ~ ~ ]  .x$ = 
KCL.xL + KCC.xC = VC (12) 
= V: - K ~ ~ ( K ~ ~ ) V :  
o bien 
p . x ;  = vs (13) 
Cada una de las matrices KS es una matriz 2n x 6n con n el número de nudos de 
la zona de contacto. Efectivamente, existen dos ecuaciones integrales sobre cada sólido, 
para cada nudo como punto de colocación, y en cada nudo de la zona de contacto se 
consideran 6 incógnitas (2 desplazamientos y 2 tensiones en cada elemento anterior y 
posterior al mismo) que denominaremos u1 , u1, uant, rant, upos, ~ ~ 0 s .  
Finalmente, a las ecuaciones anteriores es necesario añadir 8 ecuaciones por cada 
nudo de contacto que corresponden a las condiciones de contacto (matriz KAB), y que 
dependen del tipo de nudo. Así, por ejemplo, para un nudo 44 serían las siguientes: 
A B A  B A - B  A A - B  
u: = u; u2 = u2 Qant = Qpos Tant - Tpos Qpos = Q L t  Tpos - Tant (14) 
La estructura adoptada para la matriz puede verse en la Figura 5, siendo las 
matrices KA,  KB y KAB las únicas almacenadas. 
En cuanto al proceso de resolución se utiliza un proceso de eliminación de Gauss 
pero con pretriangulación de las matrices KA y K ~ ,  que son las que se mantienen 
inalterables a lo largo de todo el proceso, con pivotamiento sobre las ñlas. Con ello, en 
cada paso incremental, será necesario tan sólo resolver un sistema de 6n x 6n ecuaciones 
(4n x 4n en la alternativa primera de montaje cuaqdo se considera continuidad 
obligatoria de las tensiones) muy simples, con múltiples ceros en ellas. 
La resolución de un problema de contacto con rozamiento exige el conocimiento de 
la historia completa del proceso, dado el carácter irreversible del mismo. Ello implica 
la necesidad de seguir un proceso incremental para la solución. En cambio, en un 
problema de contacto sin fricción, con zona de contacto desconocida, puede seguirse un 
procedimiento iterativo para la determinación de la misma, y con ella la distribución de 
las tensiones de contacto. Finalmente, en un problema de contacto sin fricción con zona 
de contacto conocida "a priori" un solo proceso de carga permite conocer la distribución 
tensional en la misma. 
El único procedimiento general es por tanto un proceso incremental, y es el aquí 
utilizado. 
La siguiente elección estriba en la conveniencia de establecer el valor del incremento 
de carga por parte del usuario, con un procedimiento iterativo adicional en cada 
incremento para determinar la nueva zona de contacto, o los cambios deslizamiento- 
adherencia producidos, o bien plantear un proceso incremental nudo-nudo, con zona de 
contacto conocida por tanto, dejando el proceso iterativo exclusivamente para los pasos 
de deslizamiento a adherencia o viceversa, es decir para problemas con fricción. Este 
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último es mucho más simple, descarga al usuario de todo tipo de elección en el proceso 
incremental, y la única servidumbre estriba en necesidad de establecer discretizaciones 
congruentes en las zonas candidatas al contacto de ambos sólidos. Este inconveniente 
no es tal en casos de pequeños desplazamientos, ya que las geometrías de ambos sólidos 
en las respectivas zonas candidatas han de diferir muy poco. Se ha optado en definitiva 
por este proceso al igual que ev [34] por su simplicidad y generalidad. 
En definitiva, dada una determinada situación de la zona de contacto, dividida en 
las zonas correspondientes, se procede a aplicar un nuevo incremento de carga, durante 
el cual se considera proceso de carga proporcional, de tal forma que genéricamente 
puede escribirse: 
con Q la carga total a aplicar al final del proceso, Qn-i la carga aplicada hasta ese 
momento y fn el factor de escala a determinar, que corresponde al mínimo factor de 
escala que modifica las condiciones de algún nudo de la discretización, es decir 
fn = min f:
a 
con f,Q el factor de escalado necesario para modificar cada condición de contacto a. 
Una vez determinado fn se tendrá que la distribución de desplazamientos y tensiones 
vendrá dada por 
con uk y tk los desplazamientos y tensiones de cada nudo k obtenidos al aplicar, con 
las condiciones de contorno de la iteración n - 1, la carga Q - Qn-l. 
Los posibles cambios que contempla el programa son los siguientes: 
a) Formación de un par de contacto. Cambio de un nudo libre (12,21 ó 22) a zona 
de contacto (deslizamiento 13,31 ó 33; o adhesión 14,41 ó 44). Se produce al 
no cumplirse la condición de no-penetración y con posterioridad se chequea la 
condición de deslizamiento o adherencia . 
b) Pérdida de contacto. Cambio de un nudo deslizante (33,13, ó 31) a libre (12,21, ó 
22). Se produce al detectarse tensiones normales de tracción en ese nudo. 
c) Pérdida de adherencia. Cambio de un nudo en adherencia (14,41, ó 44) a deslizante 
(13,31, ó 33). Se produce al detectarse tensiones tangenciales superiores a las de 
rozamiento. 
Obsérvese que no se considera el paso directo de adherencia a libre ya que 
esta situación es prácticamente imposible sin pasar previamente por deslizamiento. 
Asimismo, los nudos 5X y X5 (en soldadura) no se chequean, viniendo modificada su 
situación (la X) por la modificación de los nudos adyacentes. 
Finalmente se ha incluido la posibilidad de paso de nudo 5 a nudo 1, es decir 
pérdida de soldadura, con objeto de realizar análisis de propagación de grietas elemento 
a elemento como condiciones de contacto. En general, sin embargo, será necesario 
modificar la malla por lo que las constantes de integración se modifican, siendo necesario 
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recalcular la matriz en estos casos. El criterio introducido para este cambio ha sido el 
criterio de la tensión circunferencial máximas6. 
Además de las anteriores situaciones, que permiten obtener el factor de escala, 
es necesario establecer un chequeo de incompatibilidades con objeto de modificar 
determinadas situaciones supuestas "a priori" y posteriormente no satisfechas dentro 
de una carga determinada. Es el caso típico de la situación inicial establecida por el 
usuario, si bien también puede presentarse a lo largo del proceso. 
Las condiciones de incompatibilidad que pueden producirse son las siguientes: 
a) Aparición de tracciones en zonas de adherencia o deslizamiento. Se pasa el nudo 
correspondiente a libre. 
b) Incompatibilidad de condición de deslizamiento (la dirección del desplazamiento 
tangencial y la tensión tangencial han de ser contrarios). Se pasa el nudo a 
adherencia. 
c) Tensión tangencial superior a la de fricción. Se pasa el nudo a deslizamiento. 
RESULTADOS 
El primer ejemplo corresponde al caso resuelto por Woo et ald1, mediante un 
procedimiento de variable compleja, de una placa cuadrada sometida a flexión pura 
correspondiente a un momento flector igual a 213 y una longitud de grieta variable 
(Figura 6a). Debido a esta carga se produce un cierre parcial de la grieta en el lado de 
compresión y una apertura de la misma en la de tracción. 
o 
o 1 (b) 
Figura 6. Grieta central sometida a tracción pura. 
En la Tabla 1 se incluyen los resultados obtenidos para la discretización presentada 
en la Figura 6b que consta de 22 elementos cuadráticos, 2 elementos lineales y 4 
2 elem. cuadráiicos 
8 elem. cuadráiicos 
y 2 elem. singulares 
m M -  
\ - 
3 elem cuadráticos y 
1 elcm. singular 
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Tabla 1. 
elementos singulares para cada cuerpo. Se incluyen en ella los valores de la longitud 
de grieta inicial a*, los F.1.T.s adimensionalizados sin considerar el efecto del cierre de 
grieta y considerando el cierre de la misma en el extremo A. 
KI F = -  F* = - K; 
u 6  u,/&= 
Naturalmente, al calcular sin considerar el efecto del cierre de grieta el F.I.T. 
en el extremo B aparece un valor negativo indicativo de que se están produciendo 
compresiones. Si se sigue el proceso de contacto y se va cerrando la grieta aparecen 
entonces tensiones de compresión finitas en el extremo B, lo que unido a la distribución 
singular de tensiones que asume el elemento singular da lugar a un valor nulo del F.I.T. 
que corresponde al real. 
El valor incluido en la tabla para la longitud de contacto efectiva corresponde al 
punto medio del elemento en el que se produce el cambio de condiciones de compresión 
a tracción. 
Finalmente es de destacar en dicha tabla la buena concordancia con los resultados 
de Woo con diferencias en todos los casos inferiores al 3%. 
El segundo caso corresponde a uno similar al estudiado por Ballarini et al6 pero con 
condiciones diferentes. Corresponde a una laja cuadrada de lado 2 sometida a tensión 
tangencial uniforme de valor unidad en la mitad superior y fija en la base (Figura 7). 
Ello implica un momento sobre la base que da lugar a una situación de compresión en 
el extremo B de la grieta y el cierre parcial de la misma y una situación de tracción, con 
apertura por tanto en el extremo A. La discretización se ha realizado con 23 elementos 
cuadráticos en cada uno de los subdominios y dos elementos singulares de longitud 
1 = 0.05 situados en los extremos A y B de la grieta en las zonas de soldadura. El 
total de nudos es pues de 50 para cada dominio. 
Se han obtenido los factores de intensidad de tensiones (F.I.T.) en los extremos A 
y B en la forma indicada anteriormente. De nuevo, las tensiones en el extremo B son 
negativas pero finitas al no haber singularidad, por lo que al incluir una aproximación 
singular del tipo (11) es claro que el valor de KI en ese extremo ha de resultar nulo, como 
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Figura 7. Grieta central sometida a cortadura. 
de hecho ocurre. En cuanto a Kzz en dicho extremo si la zona adyacente se encuentra en 
deslizamiento, lo que depende esencialmente del coeficiente de fricción y de la magnitud 
de la carga, aparecerá de nuevo una distribución singular de tensiones tangenciales 
apareciendo un F.I.T. distinto de cero en modo 11. El valor de Kzz dependerá de forma 
determinante del coeficiente de rozamiento. En el caso contrario de encontrarse en 
adherencia, el F.I.T. en modo 11 del extremo B será nulo, apareciendo la singularidad 
en el extremo de la zona en adherencia, lógicamente, siendo necesario redefinir la malla 
e incluir elementos singulares en esta zona si se pretende calcular el mismo. En el 
presente ejemplo, el valor de la carga es suficiente para que siempre se encuentre el 
extremo B en deslizamiento por lo que dicha modificación no es necesaria. 
En la Tabla 11 se estudia la influencia del coeficiente de rozamiento en los factores 
de intensidad de tensiones para una grieta de longitud inicial dada e igual a 0.4. En 
el caso de no considerar el cierre de grieta los F.I.T. adimensionalizados obtenidos son 
los siguientes 
donde ahora aparecen valores negativos en el factor F: debido a que no se ha seguido 
el proceso de contacto hasta alcanzar el valor no nulo predicho. 
Se observa en primer lugar de dicha tabla que la longitud efectiva de grieta no 
depende prácticamente del coeficiente de rozamiento permaneciendo ea cualquier caso 
igual a 0.2766. Asimismo el valor de F: permanece invariable y prácticamente nulo 
(0.35 x mientras que los valores de F! y FA no se modifican sustancialmente 
lo que está de acuerdo con el hecho de que permanece constante la longitud efectiva, 
y son algo inferiores al producto de F! y FA para el caso en que no se considera el 
cierre por Ja*/a respectivamente. Finalmente, y como era de esperar, el valor de FE 
varía ostensiblemente con el coeficiente de rozamiento disminuyendo con el incremento 
del mismo. 
La Tabla 111, por el contrario muestra la dependencia de los F.1.T.s respecto de 
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Tabla 11. Longitud de grieta a = 0.4. 
la longitud inicial de la grieta para un coeficiente de rozamiento dado e igual a 0.6. 
Ahora evidentemente se modifican todos los valores, incluyendo la longitud de la grieta 
efectiva que puede considerarse como representativa de las condiciones geométricas del 
problema y de la carga especificada e independiente del coeficiente del rozamiento por 
lo que estos valores pueden extenderse a cualquier valor de éste. Es de resaltar que la 
longitud de grieta que da lugar a un F.I.T. igual al correspondiente a longitud 0.4 sin 
considerar el cierre de grieta es de 0.65 aproximadamente, es decir un 60% superior a 
la inicialmente considerada, de ahí la importancia de considerar este fenómeno en los 
casos de carga que den lugar al mismo. 
Tabla 111 Coeficiente de rozamiento p = 0.6. 
El tercer y Último ejemplo se refiere a un problema de flexión simple con las mismas 
dimensiones y discretización que en el ejemplo 1 y con valores de al = 2, a2 = 1 y 
T = 0.25. De nuevo se han introducido pues elementos singulares tanto en el borde 
de compresión (B) como en el de tracción ( A ) ,  con lo que el F.I.T. en B será nulo 
después del proceso de contacto. El valor de K: depende, sin embargo, del estado de 
contacto (adherencia o deslizamiento) en las proximidades del mismo, y por lo tanto 
del coeficiente de rozamiento entre los labios de la grieta. 
En las tablas siguientes se muestra la variación de los F.I.T. efectivos 
adimensionalizados, definidos como 
A KIA F1 = - con a = 1.5 
a@ 
y análogamente para el extremo B y el F.I.T. en modo 11. Se indican asimismo los 
valores de la longitud efectiva de grieta y de la longitud d de adherencia que, cuando 
no es nula implica un valor nulo del coeficiente FE, tal como se ha indicado. 
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Figura 8. Grieta central sometida a flexión simple. 
Tabla IVa. Longitud de grieta a = 0.2, a* = 0.1328. 
Tabla IVb. Longitud de grieta a = 0.3, a* = 0.2047. 
Tabla IVc. Longitud de grieta a = 0.4, a* = 0.2766. 
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Tabla IVd. Longitud de grieta a = 0.5, a* = 0.3512. 
Tabla IVe. Longitud de grieta a = 0.6, a* = 0.4125. 
Tabla IVf. Longitud de grieta a = 0.7, a* = 0.485. 
En la Figura 9 se muestra la variación del valor del F.I.T. adimensionalizado en 
modo 11 para el extremo B en función de la longitud de grieta y del coeficiente de 
rozamiento entre labios de la misma, observándose una relación prácticamente lineal 
con este Último. Finalmente, en la Figura 10 se ha incluido el valor del coeficiente de 
rozamiento que da lugar a la adherencia (modo 11 nulo en B) para cada longitud de 
grieta, apreciándose que para relaciones a /b  superiores a 0.6 prácticamente se alcanza 
la adherencia con coeficientes superiores a 0.35 independientemente de la longitud de 
grieta. 
Como Último caso se ha considerado el mismo problema de flexión simple pero para 
un material ortótropo con las siguientes características 
E, = 25000 E, = 1750 G = 770 v = 0.27 
y el caso de longitud inicial de grieta a = 0.3 y coeficientes de rozamiento p = O y 
p = 0.4. Los resultados se muestran en la Tabla V, observándose que prácticamente 
no se aprecian los efectos de la ortotropía en los F.1.T.s para el caso de coeficiente de 
rozamiento nulo, mientras que para el coeficiente de rozamiento mayor hay una mayor 
diferencia, especialmente en el correspondiente al modo 11, pero tampoco apreciable, a 
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Figura 9. Factor de intensidad de Figura 10. Coeficiente 
tensiones K E .  de rozamiento y comienzo de 
adherencia. 
Tabla V. Flexión simple de material ortótropo. Longitud de grieta a = 0.3. Longitud 
reducida a* = 0.2047. 
pesar de la divergencia tan importante de los módulos de elasticidad utilizados. 
CONCLUSIONES 
Se ha presentado la formulación completa del problema de contacto con pequeñas 
deformaciones y desplazamientos entre medios ortótropos mediante el M.E.C., y se ha 
demostrado las posibilidades del mismo, con grandes ventajas frente a otros medios de 
dominio, especialmente en lo que se refiere al estudio del problema de cierre de grietas. 
La inclusión de elementos singulares permite de una forma simple determinar 
los F.1.T.s incluso en los casos con rozamiento y en zonas sometidas a compresión, 
resultando el valor nulo en este caso, como era esperable. 
Se corrobora la necesidad de incorporar los efectos de cierre de grieta a la hora de 
determinar los F.1.T.s efectivos en los casos en que ésta ocurra, y la importancia decisiva 
del coeficiente de rozamiento en los factores en modo 11. En cambio, el coeficiente de 
rozamiento prácticamente no afecta a la longitud de grieta efectiva y los F.1.T.s en 
modo 1. 
No se ha apreciado influencia importante de propiedades no isótropas en los valores 
de los F.1.T.s al menos cuando los ejes de ortotropía están alineados con la grieta y 
la carga respectivamente, si bien el correspondiente al modo 11 se altera en mayor 
proporción. 
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APENDICE 
Si se escriben las relaciones tensiones-deformaciones para un material ortótropo en 
la forma: 
donde los elementos Bij vienen dados en función de las constantes elásticasg6, la solución 
fundamental viene dada en función de los siguientes parámetros: 
y de las siguientes variables que dependen además de la geometría: 
Dependiendo del valor del parámetro a, la solución fundamental en desplazamientos 
resulta: 
a) a real 
b)  a cero 
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m U" = -Kll ln-  + CLZI 
B22 
U" = u21 = K O  12 1 
m U2' = -K221n- + C2q212 
B11 
c )  a imaginario 
m 1 + iall U" = -Kll ln-  - ~ ; , l n  [ ] B22 1 - iall 
= u2' = ~ f ~ a r c t a n ( i a 1 )  
m 1 + ia12 U" = -Kz21n- - c l 2 l n  [ 
. ] B11 1 - aa12 
con: 
[(b2 - C ) C  + (a2  + c)b2] [(b2 - C ) C  + (a2 + c)b2] 
K l l  = 8 f i n b f i  K22 = 8&bJB'1; 
[(b2 - c)a2 - (a2 + C ) C ]  a2b2 + c2 
Crl = Kr2 = 
4 f i n a f i  8nab 




~ 1 0 ~  = -4nb 
[(b2 - c)a2 - (a2 + C ) C ]  a2b2 + c2 
Ci l  = K;,  = 
8 6 i a f i  4niab 
. [(b2 - c)a2 - (a2 + C ) C ]  
c;, = 
8 J Z n i a m  
Para las tensiones, se tiene en  todos los casos: 
T I 1  = - A l y f  + B 1 4  
m ( r . 4  
TI2 = C i z ;  + DIY;  Y T ~ X  - 
X r n y  
A 2 4  + B2y; 
m m 
Al Y; + B 1 4  c2x;  + D2ys2 (A71 
~ 2 '  = - Y T ~ X  + xrny 
m m 
~ 2 2  = - 
m 
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